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由结构引出的重要性质及结论

构造Voronoi图的算法

 Voronoi图的应用

最近邻近

最大空圆



概念

 Voronoi图以凸壳结构为基础，是计算几何学中
一种重要的几何结构，有着广泛的应用。

 问题引入：在一大片林区中设置n个火情观察站
p1, p2, …, pn，每个观察站负责其附近林区V(pi)的
火情发现及灭火任务。V(pi)由距pi比距其他pj（j 
= 1, … , n, j ≠ i）更近的树组成，V(pi)就是关联于
(pi)的一个Voronoi多边形，而Voronoi图由所有
V(pi)组成（i = 1, … ,n）。



问题抽象

 定义：设S = {p1, p2, …, pn}为平面上n个点的点集，
线段pipj的中垂线把平面分成两部分，其中包含
pi点的那部分记作H(pi, pj)，包括pj点的那部分记
作H(pj, pi)。

 定义 为pi点关联的Voronoi

多边形。

 显然，关联于pi的Voronoi多边形是一个不多于
n-1条边的凸多边形区域。
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问题抽象

 对于S中每个点pi都可做这样一个Voronoi多边形，
这样n个多边形（有界或无界）组成的图称为
Voronoi图，记作Vor(S)，图中的边和顶点称为
Voronoi边和Voronoi点。如图。



Voronoi图的对偶图

 Voronoi多边形的每条边都是S中某两点连线的中
垂线，所有这样的点的连线构成一个图，恰好是
Voronoi图的对偶图。对偶图顶点是S中的点，边
被Voronoi边垂直平分。



重要性质及结论

 定理1：V(pi)是无界区域当且仅当pi是S的凸壳边
界上的点。

 定理2：每个Voronoi点恰好是三条Voronoi边的
交点。这表明每个Voronoi点是由S中三点形成的
三角形的外接圆圆心。设这一圆心为v，则圆记
作C(v)。

 定理3：设v是Vor(S)的顶点，则圆C(v)中不含S的
其他点。



构造Voronoi图的算法

 半平面的交

 增量构造方法

 分治法



Voronoi图构造算法：半平面的交

 利用定义中的等式

构造n-1个半平面，求出交集，即得到点

pi的Voronoi多边形。

 对每个pi，执行以上

步骤，得出S的Voronoi

图。

 该算法的时间复杂性

为O(n2)。
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Voronoi图构造算法：增量构造法

 思路：假设点集S = {p1, p2, …, pn}，已经构造出k 
(k<n)个点的Voronoi图，再增加点pk+1后，要求构
造出图Vor({p1, p2, …, pk+1})。

 1）若增加的点p在圆C(vi)内且在凸壳之外，则首
先确定p在凸壳哪条有向边的右侧，然后修改相
应的Voronoi多边形和Voronoi点。

 下图中，虚线表示凸壳，实线表示Vor({p1, p2, p3, 
p4})。



Voronoi图构造算法：增量构造法

 P点位于C(v2)内但位于凸
壳外，且位于有向边(p4, 
p1)右侧。修改与p4, p1, p
相关的Voronoi多边形及
Voronoi点，得到Vor({p1, 
p2, p3, p4, p})如点线所示。

 新图有三个Voronoi点：
v1, v2’, v3’。



Voronoi图构造算法：增量构造法

 2）若新增的点p位于凸壳内，则先确定p所在的
多边形区域，然后修改该多边形的边与顶点。
如图，原多边形V(p2)的顶点v1, v2被修改，新增
顶点v1’, v2’, v3’, v4’。



Voronoi图构造算法：增量构造法

 3）若新增顶点p位于凸壳外且在任意圆C(vi)外，
则首先确定p是在一条有向边右侧还是两条有向
边右侧，再根据情况修改p所在多边形的边界。



Voronoi图构造算法：增量构造法

 综上所述，得到以下算法：

 输入：点集S = {p1, p2, …, pn}。

 1. 任取pi, pj, pk三点连成三角形

 2. 求出此三角形的外心v和半径d

 3. 对图中点计算距离d(pr, v)，r=1…n并据此将各点
排序，得到p1, p2, …, pn-3。l←1。

 4. if d(pl, v)>d then goto 6

 5. 改取pl, pi, pj组成三角形。若有多点满足d(pl, v)<d，
则取p1, p2, p3连成三角形。goto 2



Voronoi图构造算法：增量构造法

 6. 判定pl在已有哪条有向边或哪两条有向边右侧

 7. 修改pl所在多边形的边界及顶点

 8. l←l+1，goto 6 直到l>n-3

 步骤1，2，4，5，7时间为常数；步骤3要求n-3
次计算距离及nlogn次比较；步骤5到步骤2的循
环为常数次，步骤6需要O(n)次计算，步骤8循环
n-3次，代价3+4+…+n-1 = O(n2)，总时间复杂性为
O(n2)。



Voronoi图构造算法：分治法

 基本思想：按所有点的x坐标排序，取中值，将
点集分割为S1, S2，使|S1|=|S2|=1/2|S|。如果S1, 
S2含点的数目多于4，则继续分割，直至子点集
规模小于等于4，对每个子点集使用半平面的交
或增量构造法求出Voronoi图，再不断合并相邻
子点集的Voronoi图，得到Vor(S)。



Voronoi图构造算法：分治法

 算法描述：

 1. 划分S为规模近似相等的子集S1, S2

 2. 递归地构造Vor (S1)和Vor(S2)

 3. 构造折线B分开S1, S2，使得对B上任一点v及S1

中的点a和S2中的点b，有d(a, v)=d(b, v)。

 4. 删去B左侧的Vor(S2)的所有边和位于B右侧的
Vor (S1)的所有边，得到Vor(S)。



Voronoi图构造算法：分治法

 如图，排序后

S1={p1, …, p8}，

S2={p9, …, p16}。B的

每条线段都是S1与

S2中某两点连线的

中垂线。



Voronoi图构造算法：分治法

 图中点p7, p14分别属
于S1, S2，它们连线的
中垂线首先和Vor(S2)
中的边相交（即
p11p14的中垂线），
由此得到B的第一段。
q1即为p11p14和p14p7

的交点，即三角形
p14p11p7的外心。



Voronoi图构造算法：分治法

 所以折线B的下一段
是p7p11的中垂线，由
图可见它与p7p6的中
垂线相交，交点为q2，
q2q3是p11p6中垂线上
的一条线段，然后再
寻找p11p6的中垂线与
V(p11)的哪条线相交，
以此类推。



Voronoi图构造算法：分治法

 最终得到整个S的折线
B。



Voronoi图构造算法：分治法

 总之，该过程可看作三角形序列的
演变过程，即p14p7p1-> p7p11p6-> 
p11p6p10-> p6p10p5-> p5p10p8-> 
p10p8p12-> p12p8p9-> p8p9p4，称为三
角形顶点转移法。折线B的构造可在
O(n)内完成。设T(n)表示总时间，则
T(n)=2T(n/2)+O(n)，解为
T(n)=O(nlogn)。



Voronoi图的应用：最近邻近

 问题描述：给定点集S = {p1, p2, …, pn}及点q，在S
中寻找离q最近的点。或给定点q属于S，在平面
上寻找距离q最近的点。

 对于给定的S，在O(nlogn)时间内构造相应的
Voronoi图，于是寻找q的最近邻近问题转化为寻
找q点落入哪个Voronoi域的问题。

 如果q属于S，则与点q关联的Voronoi多边形V(q)
中的点就是所求的q的最近邻近。这样可以避免
将q与平面上所有点比较。



Voronoi图的应用：最大空圆

 问题描述：给定平
面上n个点的点集S，
寻找一个不包含S中
点的最大圆，并且
该远的圆心在点集S
的凸壳内部。



Voronoi图的应用：最大空圆

 定理1：如果最大圆的圆心q在S的凸壳内部，那
么q必然与Voronoi点重合。

 证明：首先在S凸壳内部任选一点q，以q为圆心，
f(q)为半径作圆，该圆内不包含S中点。然后不
断扩充该圆使其碰到S中某点p1。由p1出发作过q
的射线l，让q在l上移动到q’，显然f(q’)>f(q)。当
q’在S凸壳边界上时，f(q’)实现局部最大。



Voronoi图的应用：最大空圆

 定理1：如果最大圆的
圆心q在S的凸壳内部，
那么q必然与Voronoi点
重合。

 如图。



Voronoi图的应用：最大空圆

 定理1证明（续）：假设现在的半径为f(q’’)时，
该圆周已经通过两点p2和p3，但f(q’’)尚未达到局
部最大值。如果沿p2p3的中垂线（即一条
Voronoi边）移动q’’到p，那么f(p)>f(q’’)。只有当
圆周通过S中三个点时，f(p)才能达到局部最大
值，此时p必然是这三个点所形成的三角形的外
心。



Voronoi图的应用：最大空圆

 如图。



Voronoi图的应用：最大空圆

 定理2：如果最大空圆的圆心p位于S凸壳边界上，
则p一定位于一条Voronoi边上。

 证明：假设圆心p在凸壳边界上，以f(p)为半径的
圆不断扩充，直到圆周经过了S中一点p1。假设p
在S凸壳的边e上，则使点p沿e向不同方向移动，
必然增加它与p1的距离，直至圆p接触另一S中的
点p2，f(p)才是局部最大的。此时p必然位于p1p2

的中垂线上，因此p位于S的一条Voronoi边上。



Voronoi图的应用：最大空圆

 如图。



Voronoi图的应用：最大空圆

 由定理1及定理2可知，Voronoi点是最大空圆圆
心的候选点，但由于Voronoi点不一定在S凸壳的
内部，所以只有在S凸壳内部的Voronoi点才是最
大空圆圆心的候选点。



Voronoi图的应用：最大空圆

确定点集S的最大空圆的算法：

1. 计算S的Voronoi图Vor(S)

2. 计算S的凸壳。Max ← 0

3. for 每个Voronoi点v do

if v在S凸壳内部

then 计算以v为圆心的圆的半径并修改max

4. for 每条Voronoi边e do

计算S凸壳边e’与e的交点p，计算以p为圆心的圆
的半径并修改max

5. 返回max



Voronoi图的应用：最大空圆

 第1步（求Voronoi图）与第二步（求S凸壳）均
需要O(nlogn)的时间。由于Voronoi点的个数为n，
S凸壳顶点个数为n，所以第3步判断每个Voronoi
点是否在S凸壳内要耗费O(n)时间，判定n个点需
要O(n2)时间。第4步计算e与Voronoi边的交点需
要时间O(n2)，因此总的时间代价为O(n2)。

 采取某些改进方法，第3、4步可在O(nlogn)时间
内完成，此处从略。



总结

 本讲介绍了Voronoi图的概念及其对偶图、
Voronoi图的性质、Voronoi图的三种构造方法以
及两种典型应用。

 Voronoi图有悠久的历史和广泛的应用。
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