
Rozwi¡zywanie równa« nieliniowych

metodami poªowienia, regula falsi i siecznych

w arytmetyce przedziaªowej

Mikoªaj Rozwadowski

21 czerwca 2017

1 Informacje ogólne

1.1 Zastosowanie

Ka»da z ni»ej opisanych metod rozwi¡zuje w arytmetyce przedziaªowej rów-
nanie f(x) = 0, gdzie f jest dowoln¡ funkcj¡ rzeczywist¡. Do znalezienia
rozwi¡zania potrzebny jest pocz¡tkowy przedziaª [a, b], który jest potem suk-
cesywnie zaw¦»any.

1.2 Sposób wczytania funkcji

Wymagana przez ka»d¡ metod¦ funkcja f jest przekazywana jako wska¹nik
do obiektu klasy Function. Mo»na samemu napisa¢ podklas¦ realizuj¡c¡
jak¡kolwiek funkcj¦ albo posªu»y¢ si¦ klas¡ SOFunction, która umo»liwia
zaªadowanie jej z biblioteki dynamicznej .so pod systemami operacyjnymi
z rodziny GNU/Linux. Sposób utworzenia i skompilowania kompatybilnej
biblioteki opisany jest na stronie projektu w serwisie GitHub.

1.3 Identy�katory nielokalne

W pliku nagªówkowym common.h znajduj¡ si¦ deklaracje pomocniczych funk-
cji i staªych, z których korzystaj¡ wszystkie metody:
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Function

klasa udost¦pniaj¡ca metod¦ interval evaluate(interval x).

WRONG_INTERVAL

staªa o warto±ci liczbowej 1; jest to wyj¡tek, którym funkcja sygnali-
zuje, »e w podanym przedziale pocz¡tkowym lewy koniec jest wi¦kszy
lub równy od prawego ko«ca,

NO_REAL_ROOTS

staªa o warto±ci liczbowej 2; jest to wyj¡tek, którym funkcja sygnali-
zuje, »e w podanym przedziale pocz¡tkowym równanie nie ma rzeczy-
wistych rozwi¡za«,

check_interval

pomocnicza funkcja, która sprawdza warunki dla przedziaªu pocz¡tko-
wego, a niespeªnienie ich sygnalizuje zgªoszeniem jednego z powy»szych
wyj¡tków,

sgn

pomocnicza funkcja wyznaczaj¡ca znak przedziaªu, przy czym je±li po-
równanie nie jest jednoznaczne, to przyjmowany jest znak 0.

2 Metoda poªowienia przedziaªu

2.1 Zastosowanie

Funkcja Bisection znajduje warto±¢ pierwiastka równania f(x) = 0 metod¡
poªowienia przedziaªu w arytmetyce przedziaªowej.

2.2 Opis metody

Metoda poªowienia wykorzystuje wªasno±¢ Darboux, która mówi, »e je±li
dana jest funkcja ci¡gªa f i przedziaª rzeczywisty [a, b] takie, »e f(a) = ya
i f(b) = yb, to funkcja ta przyjmuje w przedziale (a, b) wszystkie warto±ci
po±rednie mi¦dzy ya a yb. W szczególno±ci oznacza to, »e je±li taka funkcja
ma na ko«cach przedziaªu ró»ne znaki, to istnieje tam miejsce zerowe, czyli
punkt x0 ∈ (a, b), dla którego f(x0) = 0.

Algorytm rozpoczyna prac¦ z danym przedziaªem [a, b], o którym wia-
domo, »e jego obraz zawiera zero. W ka»dej iteracji nast¦puje wyznaczenie
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±rodka przedziaªu m = a+b
2

i podziaª go na dwie poªowy [a,m] i [m, b]. Je»eli
miejsce zerowe znajduje si¦ w przedziale [a,m], to przeszukiwanie jest konty-
nuowane wªa±nie tam, w przeciwnym razie kolejnym sprawdzonym przedzia-
ªem b¦dzie [m, b].

P¦tla powtarza si¦ a» do momentu, w którym ±rodek przedziaªu m b¦-
dzie miejscem zerowym funkcji. Poniewa» w praktyce mo»e to jednak nie
nast¡pi¢, do przerwania algorytmu dojdzie te», gdy szeroko±¢ przedziaªu b¦-
dzie mniejsza ni» zadana tolerancja ε lub po wykonaniu okre±lonej liczby
iteracji. W takim wypadku wynikiem b¦dzie najw¦»szy uzyskany przedziaª
zawieraj¡cy pierwiastek.

2.3 Wywoªanie funkcji

Bisection(a, b, func, tolerance, iterations, reached)

2.4 Dane

a, b

lewy i prawy koniec przedziaªu zawieraj¡cego pierwiastek,

func

funkcja, której miesce zerowe nale»y znale»¢,

tolerance

najwi¦ksza akceptowalna szeroko±¢ przedziaªu wynikowego,

iterations

maksymalna liczba iteracji.

2.5 Wyniki

Bisection(a, b, func, tolerance, iterations, reached)

przedziaª zawieraj¡cy miejsce zerowe

2.6 Inne parametry

reached

okre±la, czy w iterations iteracjach udaªo si¦ zmie±ci¢ w wymaganej
tolerancji.
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Je±li pocz¡tkowy przedziaª [a, b] nie b¦dzie speªnia¢ wymaga«, to funkcja
wyrzuci wyj¡tek (zob. 1.3). Równie» za pomoc¡ wyj¡tku odrzucone zostanie
podanie liczby iteracji mniejszej lub równej 0.

2.7 Typy parametrów

interval a, interval b, Function* func, long double tolerance, int

iterations, bool& reached

2.8 Identy�katory nielokalne

Oprócz wymienionych w punkcie 1.3 plik ¹ródªowy de�niuje nast¦puj¡ce
identy�katory nielokalne:

NOT_ENOUGH_ITERATIONS

staªa o warto±ci liczbowej 3; jest to wyj¡tek, którym funkcja sygnali-
zuje, »e parametr iterations nie jest liczb¡ dodatni¡.

2.9 Kod ¹ródªowy

3 interval Bisection(interval a, interval b, Function *func,

long double tolerance, int iterations, bool &reached) {↪→

4 check_interval(a, b, func);

5

6 if (iterations < 1) {

7 throw NOT_ENOUGH_ITERATIONS;

8 }

9

10 interval x, y, right, left, mid;

11 x = hull(a, b);

12 long double midpoint;

13 reached = false;

14

15 for (int i = 0; i < iterations; i++) {

16 midpoint = median(x);

17 left = interval(lower(x), midpoint);

18 mid = interval(midpoint);

19 right = interval(midpoint, upper(x));
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20

21 y = func->evaluate(mid);

22

23 if (singleton(y) && cereq(y, 0.0l)) {

24 reached = true;

25 return mid;

26 }

27

28 if (width(x) < tolerance) {

29 reached = true;

30 break;

31 }

32

33 if (zero_in(func->evaluate(left))) {

34 x = left;

35 } else {

36 x = right;

37 }

38 }

39

40 return x;

41 }

2.10 Przykªady

Równanie a b x0
x2 − 2 = 0 1 2 [1.4142135623730950, 1.4142135623730951]

xe
√
x+1 − 1 = 0 -1 1 [3.17347582146508266, 3.17347582146508323]

sinx · (sinx+ 1
2
)− 1

2
= 0 [0.4, 0.5] 1 [5.2359877559829801e-01, 5.2359877559829809e-01]

We wszystkich przykªadach przyj¦to liczb¦ iteracji = 60 i ε = 10−16.

3 Metoda regula falsi

3.1 Zastosowanie

Funkcja RegulaFalsi znajduje warto±¢ pierwiastka równania f(x) = 0 me-
tod¡ regula falsi w arytmetyce przedziaªowej.
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3.2 Opis metody

Metoda regula falsi opiera si¦ na zaªo»eniu, »e ka»d¡ funkcj¦ mo»na w od-
powiednio maªym zakresie argumentów traktowa¢ jak funkcj¦ liniow¡. Cho¢
z matematycznego punktu widzenia jest to nieprawda (st¡d nazwa � regula

falsi to po ªacinie faªszywa zasada albo faªszywa prosta), to obliczanie kolej-
nych miejsc zerowych tak, jakby funkcja rzeczywi±cie byªa na tym odcinku
liniowa, daje coraz lepsze przybli»enia prawdziwego pierwiastka.

W ka»dej iteracji algorytmu wyznaczany jest punkt przeci¦cia prostej
przechodz¡cej przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)) z osi¡ X:

x = b− f(b) · b− a
f(b)− f(a)

,

a nast¦pnie uzyskany punkt zast¦puje lewy lub prawy koniec przedziaªu
pocz¡tkowego. P¦tla trwa dopóki speªniony jest warunek a > x > b.

3.3 Wywoªanie funkcji

RegulaFalsi(a, b, func)

3.4 Dane

a, b

lewy i prawy koniec przedziaªu zawieraj¡cego pierwiastek,

func

funkcja, której miesce zerowe nale»y znale»¢.

3.5 Wyniki

RegulaFalsi(a, b, func)

przedziaª zawieraj¡cy miejsce zerowe

3.6 Inne parametry

Brak. Je±li pocz¡tkowy przedziaª [a, b] nie b¦dzie speªnia¢ wymaga«, to funk-
cja wyrzuci wyj¡tek (zob. 1.3).
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3.7 Typy parametrów

interval a, interval b, Function* func

3.8 Identy�katory nielokalne

Brak, nie licz¡c wymienionych w punkcie 1.3.

3.9 Kod ¹ródªowy

3 interval RegulaFalsi(interval a, interval b, Function *func) {

4 check_interval(a, b, func);

5

6 interval fa, fb, fx, x;

7 int sign_fa, sign_fx;

8

9 fa = func->evaluate(a);

10 fb = func->evaluate(b);

11 sign_fa = sgn(fa);

12

13 x = b - fb * (b - a) / (fb - fa);

14 while (upper(a) < lower(x) && upper(x) < lower(b)) {

15 fx = func->evaluate(x);

16 sign_fx = sgn(fx);

17

18 if (sign_fa == sign_fx) {

19 a = x;

20 fa = fx;

21 } else if (sign_fa == -sign_fx) {

22 b = x;

23 fb = fx;

24 } else {

25 break;

26 }

27

28 if (zero_in(fb - fa)) {

29 break;

30 }
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31

32 x = b - fb * (b - a) / (fb - fa);

33 }

34

35 return x;

36 }

3.10 Przykªady

Równanie a b x0
x2 − 2 = 0 1 2 [1.4142135623730950, 1.4142135623734952]
x2 − 2 = 0 0.3 [1.5, 1.6] [2.9999999999999999e-01, 1.6000000000000001]

sinx · (sinx+ 1
2
)− 1

2
= 0 0.1 1 [5.2359877559786145e-01, 5.2359877559868665e-01]

4 Metoda siecznych

4.1 Zastosowanie

Funkcja Secant znajduje warto±¢ pierwiastka równania f(x) = 0 metod¡
siecznych w arytmetyce przedziaªowej.

4.2 Opis metody

Podobnie jak regula falsi, metoda siecznych równie» opiera si¦ na interpolacji
liniowej. Algorytm konstruuje zbie»ny do dokªadnej warto±ci pierwiastka
ci¡g przybli»e« (xi) wedªug rekurencyjnego wzoru:

xi = xi−1 − f(xi−1)
xi−1 − xi−2

f(xi−1)− f(xi−2)
.

Pierwsze przybli»enia wyznaczane s¡ na podstawie ko«ców przedziaªu
pocz¡tkowego jako: x1 = a + h, x2 = b − h, h = 0, 179372 · (b − a), przy
czym je±li nie jest speªniony warunek |f(x1)| ≥ |f(x2)|, to warto±ci te s¡ na
pocz¡tku zamieniane miejscami.

4.3 Wywoªanie funkcji

Secant(a, b, func)
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4.4 Dane

a, b

lewy i prawy koniec przedziaªu zawieraj¡cego pierwiastek,

func

funkcja, której miesce zerowe nale»y znale»¢.

4.5 Wyniki

Secant(a, b, func)

przedziaª zawieraj¡cy miejsce zerowe

4.6 Inne parametry

Brak.

4.7 Typy parametrów

interval a, interval b, Function* func

4.8 Identy�katory nielokalne

Brak, nie licz¡c wymienionych w punkcie 1.3.

4.9 Kod ¹ródªowy

6 interval Secant(interval a, interval b, Function *func) {

7 interval fa, fb, h, x, fx;

8 h = (b - a) * 0.179372l;

9 a += h;

10 b -= h;

11 fa = func->evaluate(a);

12 fb = func->evaluate(b);

13

14 if (cerlt(abs(fa), abs(fb))) {

15 std::swap(a, b);

16 std::swap(fa, fb);

17 }
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18

19 while (true) {

20 if (zero_in(fa - fb)) {

21 return b;

22 }

23

24 x = b + fb * (b - a) / (fa - fb);

25 fx = func->evaluate(x);

26 if (overlap(a, x) || overlap(b, x) || (singleton(fx)

&& zero_in(fx))) {↪→

27 return x;

28 }

29

30 fa = fb;

31 fb = fx;

32 a = b;

33 b = x;

34 }

35 }

4.10 Przykªady

Równanie a b x0
x2 − 2 = 0 1 2 [1.4142135623730950, 1.4142135623734952]

xe
√
x+1 − 1 = 0 -1 1 [3.1734757786211827e-01, 3.1734758214652323e-01]

xe
√
x+1 − 1 = 0 [-0.5, -0.4] [0.2, 0.4] [-3.9237680000000000e-01, 1.2677667075395474]
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