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拓扑结构及符号约定

良基结构

序列：{a }

环

树：T

环套树

n



从经典问题出发

序列上的经典动态规划问题

最大带权独立集

最大子段和

最长上升子序列



最大带权独立集

ans = max a

扩展：有多少独立集其权值和是最大的？

1≤i ,i ,⋯,i ≤n,∀1≤j<k,i −i >11 2 k j+1 j
∑j=1

k
ij



最大带权独立集：解法

一些可行的DP状态：

f 表示前i个数中最大带权独立集的权值

f 表示前i个数中，取到i的最大带权独立集的权值

f 表示前i个数，第i个数取/不取的最大带权独立集的权值

i

i

i,0/1



最大子段和

ans = max a

n ≤ 10

1≤l≤r≤n∑i=l
r

i

7



最大子段和：解法一

f 表示以i为结尾的最大子段和（可能为空），可写出状态转移方

程：

f = max(f + a , 0)。

设计状态时的细节

对状态做细微的修改，状态转移方程和最终的答案会发生什么样的

变化？

以i为结尾的可能为空的最大子段和

以i为结尾的不能为空的最大子段和

前i个数的可能为空的最大子段和

前i个数的不能为空的最大子段和

God is in detail.

i
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最大子段和：解法二

记I = {[l, r]∣1 ≤ l ≤ r ≤ n}.

记α ∈ I为最大子段和对应的区间，β ∈ I为最短负前缀。

则或者α与β无交，或者α为β的前缀。

x = ans = 0; 
for (int i = 1; i <= n; ++i) 
 ans = max(ans, x = max(x + a[i], 0)); 

同一份代码，不同的解读。



最大子段和：解法三

记s = a

ans = max a  
= max (s − s ) 
= max (s −min s )

从区间和到前缀和。

i ∑j=1
i

j

1≤l≤r≤n∑i=l
r

i

0≤l<r≤n r l

1≤r≤n r 0≤l<r l



最大子段和：总结

线性序列上的DP
对子串关系的分析

序列问题的杀器：前缀和

扩展

最大子段和的方案数？即，有多少区间，其中元素的和是最大的？

支持单点修改、区间查询的动态最大子段和？



最长上升子序列

P = (a , a ,⋯ , a ), i < i <⋯ < i , a < a <⋯ < a

ans = max ∣P ∣

n ≤ 10

n ≤ 10

i1 i2 ik 1 2 k i1 i2 ik
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最长上升子序列：解法

以f 表示以i结尾的最长上升子序列的长度。

f = max f + 1

如何求max？

i

i 1≤j<i,a <aj i j



最长上升子序列：解法一

从数据结构的角度来看，需要支持：

单点修改

求前缀max

可行的方案：

枚举：O(n )

线段树：O(n logn)

树状数组：O(n logn)
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最长上升子序列：解法二

按f , f ,⋯ , f 的顺序求f ，并维护数组g，g = min a .1 2 n i k f =ki i



最长上升子序列：几何直观

从一维序列到二维平面。

解法回顾：另一个视角。



扩展：最长上升子序列方案数

有多少个上升子序列同为最长的？

n ≤ 1000

n ≤ 106



最长上升子序列的方案数：解法

暴力：O(n )

树状数组：不再可行

线段树：依然可行

g数组：需要改成数组套 vector ， vector 中存a 和cnt 。

2
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环形DP
两种方法：

将环倍长

破环为链



环上最大带权独立集

在环{a }中选择若干个不相邻的数，使其和最大。

n ≤ 10

平凡扩展：求最大带权独立集的数量。

n
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环上最大带权独立集：解法

破环为链：枚举第一个数选或者不选。



环形最大子段和

ans = max a

n ≤ 10

平凡扩展：求环形最大子段和的数量。

0≤i<n,0≤m≤n∑j=0
m−1

1+(i+j)%n
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环形最大子段和：解法一

倍长。

ans = max (s − s )

怎么求max？

线段树/树状数组：O(n logn)

ST表：O(n logn)

笛卡尔树：O(n)

单调队列：O(n)

拼接前后缀max：O(n)

0≤l<r≤2n,r−l≤n r l



环形最大子段和：解法二

破环为链。

若a 和a 中有一个没选，便是序列上的情况。

若a 和a 都选了，则

ans = max presum + suffixsum 。

1 n

1 n

1≤i<j≤n i j



环形LIS
要求LIS首尾不能相交。

n ≤ 104



环形LIS：解法
记A = {i∣f = k}，使用一个数组套链表来维护A 。支持：

在末尾添加一个新元素

在开头删除一个新元素

k i k



树形DP
一般在LCA处统计信息：链，连通集，子树。

连通集

LCA(a, b)满足交换律、结合律。

因此，我们可以定义点集的LCA(A),A ⊂ V

Question: 若A为连通点集，是否有LCA(A) ∈ A?



树的直径

求有边权树T的直径（距离最远的点对的距离）?

∣T ∣ ≤ 4 ∗ 10

可以考虑一下两种情况：

边权非负

边权可以为负数

6



树的直径：解法一

若边权非负：贪心。

从任意一点x出发，找到距离x最远的点u，再找到距离u最远的点

v，(u, v)即为直径。

定理：树T中任一点x，y是距离x最远的点，则必有点u，使得

(u, y)为树T的一条直径。

定理：树T中任一点x和直径(u, v)，u或v是距离x最远的点。



树的直径：解法二

若边权可为负数：DP。

记f = max d 。

转移方程：f = max (f + w )

ans = max max(max (f + w + f + w ), f )

i j∈subtreei i,j

i j∈childi j i,j

i j≠k∈childi j i,j k i,k i



树上最远距离

求树中距离每个点最远的点的距离。

n ≤ 4 ∗ 10

考虑以下两种情况：

边权非负

边权可为负
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树上最远距离：解法

先处理出上一题的f。

以g表示i往上的最远距离。

g = max(g ,max (f + w )) + w

ans = max(f , g )

i parenti j∈siblingi j j,parenti i,parenti

i i i



树上LIS
在树上选出一条路径，使得这条路径的LIS最长，求这个最长的LIS的
长度。

n ≤ 5000

n ≤ 105



树上LIS：解法一
记f 为从i向下走的最长上升子序列的长度，记g 为从i向下走的最长

下降子序列的长度。

ans = max {g + f }

时间复杂度：O(n )

i i

i∉subtree ,j∉subtree ,a <aj i i j i j
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树上LIS：解法二
点分治，配合g数组的LIS解法。

时间复杂度：O(n log n)2



树上最大独立集

在树T树上选出一些点，使它们两两不相邻，这样的点集被称为独立

集。

∣T ∣ ≤ 4 ∗ 10

可以考虑以下两种情况：

点权均为1（无点权）

有点权
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树上最大独立集：解法一

若无点权：贪心。

不断选择一个叶节点，删掉与之相邻的节点。



树上最大独立集：解法二

若有点权：DP

f 表示在以i为根的子树中，i不选/选时，最大带权独立集的权

值。

f = f

f = max(f , f )

ans = max(f , f )

i,0/1

i,1 ∑j∈childi
j,0

i,0 ∑j∈childi
j,0 j,1

root,0 root,1



树形背包

问树中大小为1, 2,⋯ ,n的连通块有多少个？

n ≤ 500

n ≤ 5000



树形背包：解法

记f 为以i为LCA有多少大小为j的连通块。

f 可由f (j ∈ child )做背包合并而来（当然，也可以理解为多

项式卷积）。

时间复杂度似乎是O(n )的。

如果我们限制j的范围为size ，时间复杂度降为O(n )。

i,j

i,∗ j,∗ i
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树形背包：扩展

树中大小为k的连通块有多少个？

n ≤ 10 , k ≤ 1004



有依赖的树形DP
一类对形如“若x满足，则parent 也满足”的条件的处理方法。

f 表示dfs序在i及之后的所有节点中选出j个点的方案数。

则f = f + f 。

f 即为包含dfs序为1的节点的大小为k的连通块的数量，求出f

的时间代价为O(nk)。

配合点分治便可以做到O(nk logn)。

x

i,j

i,j i+1,j−1 i+size ,ji

1,k 1,k



环套树的直径

有边权的无向环套树上两点间距离的最大值，两点之间的距离指的

是两点之间的一条简单路径的长度。

n ≤ 3 ∗ 106



环套树的直径：解法

不经过环上一边的两点间的距离即为每棵树的直径的最大值。

考虑处理经过环上一边的两点间的距离，处理出每棵树根节点向下

走的最远距离f ，记环上连接i和i− 1的边权为a ，则这部分对答案

的贡献为：max (s − s + f + f )。

用区间RMQ的线性解法/单调队列/拼接前后缀max的方法可以做到

O(n)。

i i

r−l≤m,0<l<r≤2m r l l r



环套树上的最大独立集

考虑两种情况：

有点权

无点权

n ≤ 106



环套树上的最大独立集：解法

若无点权，类似树的做法，同样可以贪心。

若有点权，也可以先做树形DP，然后再在环上DP。一个更简便的写

法时，直接枚举环上一点选/不选，这样以此为根做树形DP。



环套树上的LIS
n ≤ 100

更大的n？

留待思考……
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